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Аннотация
Аппарат тензорно нелинейных функций занимает важное место в
нелинейной механике сплошной среды, причём как в гидродинамиче-
ских приложениях, так и в задачах механики деформируемого твёрдого
тела, прочности и разрушения [1]. Тензорно нелинейные определяю-
щие соотношения моделируют так называемые ортогональные эффек-
ты напряжённо-деформированного состояния (см. в [2] обзор по данно-
му вопросу), характеризуемые неколлинеарностью девиаторов напря-
жений и соответствующего кинематического тензора. Такой неколлине-
арностью могут быть объяснены эффект Пойнтинга и рэтчет [3–9]. Как
и определению параметров основного течения, большое внимание в ли-
тературе уделяется устойчивости такого течения относительно малых
возмущений, принадлежащих тому или иному классу. Постановка крае-
вой задачи в возмущениях предполагает линеаризацию всех уравнений
системы вблизи основного процесса, в том числе и определяющих соот-
ношений. Наряду с общим видом тензорно нелинейных определяющих
соотношений расссмотрены тензорно линейные изотропные среды, тен-
зорно линейные потенциальные среды, тело Бингама (двухконстантная
вязкопластическая модель), течение Сен-Венана (идеально жёсткопла-
стическая модель) и ньютоновская вязкая жидкость.
Ключевые слова: Определяющие соотношения, линеаризация, тен-
зорно нелинейные функции, напряжение, скорость деформации, потен-
циальные среды, тело Бингама, ньютоновская вязкая жидкость.
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LINEARIZATION OF TENSOR NONLINEAR
CONSTITUTIVE RELATIONS
IN THE PROBLEMS ON STABILITY OF
FLOWS
D.V.Georgievskii
Abstract
The apparatus of tensor nonlinear functions occupies an important place
in the nonlinear mechanics of a continuous medium, both in hydrodynamic
applications and in problems of mechanics of a deformed solid, strength
and fracture [1]. Tensor nonlinear defining correlations simulate the so-
called orthogonal effects of the stress-strain state (see in [2] a review on
the issue), characterized by noncollinearity of voltage deviators and the
corresponding kinematic tensor. Such a noncollinearity can explain the
Poynting effect and ratchet [3–9]. The scientific works pays much attention
both to the definition of the main flow parameters and to the stability of
such a flow with respect to small perturbations belonging to a particular
class. The statement of the boundary value problem in perturbations
assumes the linearization of all the system equations near the main process,
including the defining correlations. Along with the general form of the
tensor-nonlinear determining relations, the paper considers tensor-linear
isotropic media, tensor linear potential media, the Bingham body (a two-
constant viscoplastic model), the Saint-Venant flow (ideally rigid-plastic
model), and the Newtonian fluid.
Keywords: Constitutive relations, linearization, tensor nonlinear functions,
stress, strain rate, potential media, Bingham solid, Newtonian viscous fluid
Bibliography: 15 titles.
1. Тензорно нелинейные функции в теории опре-
деляющих соотношений
Рассмотрим класс несжимаемых сплошных сред с определяющими соот-
ношениями, задаваемыми нелинейными изотропными тензорными функци-
ями
𝑠̃︀ = 𝐴1(𝐼𝑣2, 𝐼𝑣3)𝑣̃︀+ 𝐴2(𝐼𝑣2, 𝐼𝑣3)
(︁
𝑣̃︀2 − 13𝐼2𝑣2 𝐼̃︀
)︁
(1)
𝑣̃︀ = 𝐵1(𝐼𝑠2, 𝐼𝑠3)𝑠̃︀+𝐵2(𝐼𝑠2, 𝐼𝑠3)
(︁
𝑠̃︀2 − 13𝐼2𝑠2 𝐼̃︀
)︁
(2)
𝐼𝑣2 =
√︀
tr (𝑣̃︀2), 𝐼𝑣3 = 3√︀tr (𝑣̃︀3), 𝐼𝑠2 =√︀tr (𝑠̃︀2), 𝐼𝑠3 = 3√︀tr (𝑠̃︀3) (3)
где 𝐼̃︀ — единичный тензор второго ранга; 𝑠̃︀(x, 𝑡) — девиатор тензора напря-жений 𝜎̃︀ = −𝑝𝐼̃︀ + 𝑠̃︀ в точке x ∈ 𝑅3 в момент времени 𝑡; 𝑣̃︀(x, 𝑡) — тензорскоростей деформаций в той же точке x в тот же момент времени; 𝑝(x, 𝑡) —
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давление; 𝐼𝑣2, 𝐼𝑣3, 𝐼𝑠2, 𝐼𝑠3 — квадратичные и кубические инварианты тензо-
ров 𝑣̃︀ и 𝑠̃︀ (tr 𝑣̃︀ = 0 в силу предполагаемой несжимаемости, tr 𝑠̃︀ = 0 в силутого, что 𝑠̃︀ является девиатором); 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2 — материальные функциипар инвариантов, характеризующие данную среду в классе определяющих
соотношений (1), (2).
Из теоремы Гамильтона –Кели следует [10, 11], что взаимообратные квад-
ратичные тензор-функции (1) и (2) в трёхмерном пространстве являются
наиболее общей полиномиальной формой (вблизи нуля) связи двух симмет-
ричных девиаторов второго ранга. Вычисляя из (1) tr (𝑠̃︀2) и tr (𝑠̃︀3) и опятьже используя теорему Гамильтона –Кели, можно прийти к связям пар инва-
риантов 𝐼𝑠2, 𝐼𝑠3 и 𝐼𝑣2, 𝐼𝑣3:
𝐼2𝑠2 = 𝐼
2
𝑣2𝐴
2
1 + 2𝐼
3
𝑣3𝐴1𝐴2 +
1
6
𝐼4𝑣2𝐴
2
2 (4)
𝐼3𝑠3 = 𝐼
3
𝑣3𝐴
3
1 +
1
2
𝐼4𝑣2𝐴
2
1𝐴2 +
1
2
𝐼2𝑣2𝐼
3
𝑣3𝐴1𝐴
2
2 −
1
36
𝐼6𝑣2𝐴
3
2 +
1
3
𝐼6𝑣3𝐴
3
2 (5)
называемым в механике сплошной среды скалярными определяющими соот-
ношениями. Большое внимание в экспериментальной механике [12] уделяется
установочным экспериментам для нахождения двух материальных функций
𝐴1(𝐼𝑣2, 𝐼𝑣3) и 𝐴2(𝐼𝑣2, 𝐼𝑣3). Литература по этому вопросу и описание некоторых
новых таких экспериментов приводятся в [13, 14].
По известным функциям 𝐴1 и 𝐴2 можно вычислить и 𝐵1, 𝐵2:
𝐵1 =
−6𝐴21 + 𝐼2𝑣2𝐴22
−6𝐴31 + 3𝐼2𝑣2𝐴1𝐴22 + 2𝐼3𝑣3𝐴32
, 𝐵2 =
6𝐴2
−6𝐴31 + 3𝐼2𝑣2𝐴1𝐴22 + 2𝐼3𝑣3𝐴32
(6)
Для существования скалярного потенциала тензор-функции (1), или так
называемого “вязкого потенциала”, необходимо, чтобы материальные функ-
ции удовлетворяли условию потенциальности [11]
𝐼𝑣2
𝜕𝐴1
𝜕𝐼𝑣3
= 𝐼2𝑣3
𝜕𝐴2
𝜕𝐼𝑣2
(7)
2. Малые возмущения и линеаризация определя-
ющих соотношений.
Пусть заданный невозмущённый процесс деформирования, или невозму-
щённое течение, характеризуется кинематическим тензором 𝑣̃︀∘(x, 𝑡), а такжетензором напряжений 𝜎̃︀∘ = −𝑝∘(x, 𝑡)𝐼̃︀+ 𝑠̃︀∘(x, 𝑡), причём тензоры 𝑠̃︀∘ и 𝑣̃︀∘ свя-заны определяющими соотношениями (1). Наряду с этим процессом будем
рассматривать возмущённый процесс (возмущённое течение), в котором
𝑣̃︀ = 𝑣̃︀∘ + 𝛿𝑣̃︀(x, 𝑡), 𝑠̃︀ = 𝑠̃︀∘ + 𝛿𝑠̃︀(x, 𝑡), 𝑝 = 𝑝∘ + 𝛿𝑝(x, 𝑡) (8)
где 𝛿𝑣̃︀, 𝛿𝑠̃︀ и 𝛿𝑝 — малые по некоторой мере возмущения.
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Положим, что a) tr 𝛿𝑣̃︀ = 0, т. е. возмущённое течение, по-прежнему, несжи-маемо; b) свойства материала при переходе от невозмущённого состояния в
возмущённое остаются неизменными, т. е. материальные функции 𝐴1 и 𝐴2
как функции инвариантов 𝐼𝑣2 и 𝐼𝑣3 не меняются.
Тогда линеаризация соотношения (1) вблизи состояния, помечаемого
верхним индексом “∘”, приводит к следующей тензорно линейной связи меж-
ду 𝛿𝑠̃︀ и 𝛿𝑣̃︀:
𝛿𝑠̃︀ = 𝑣̃︀∘𝛿𝐴1 + 𝐴∘1 𝛿𝑣̃︀+
(︂
𝑣̃︀∘2 − 13𝐼∘𝑣22𝐼̃︀
)︂
𝛿𝐴2+
+𝐴∘2
(︂
𝑣̃︀∘ · 𝛿𝑣̃︀+ 𝛿𝑣̃︀ · 𝑣̃︀∘ − 23 (𝑣̃︀∘ : 𝛿𝑣̃︀) 𝐼̃︀
)︂ (9)
𝐴∘𝛼 = 𝐴𝛼(0, 𝐼
∘
𝑣2, 𝐼
∘
𝑣3), 𝛼 = 1, 2 (10)
𝛿𝐴𝛼 =
(︂
𝜕𝐴𝛼
𝜕𝐼𝑣2
)︂∘
𝑣̃︀∘ : 𝛿𝑣̃︀
𝐼∘𝑣2
+
(︂
𝜕𝐴𝛼
𝜕𝐼𝑣3
)︂∘
𝑣̃︀∘2 : 𝛿𝑣̃︀
𝐼∘𝑣3
2 (11)
Соотношения (9) в безындексной записи можно представить в декартовых
компонентах в наиболее общем виде линейной связи двух тензоров второго
ранга
𝛿𝑠𝑖𝑗 = 𝐷
∘
𝑖𝑗𝑘𝑙𝛿𝑣𝑘𝑙 (12)
с помощью тензора четвёртого ранга 𝐷∘𝑖𝑗𝑘𝑙, зависящего лишь от параметров
основного течения:
𝐷∘𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐴
∘
1Δ𝑖𝑗𝑘𝑙 + 𝐴
∘
2
(︁
𝑣∘𝑖𝑘𝛿𝑗𝑙 + 𝑣
∘
𝑗𝑘𝛿𝑖𝑙 −
2
3
𝑣∘𝑘𝑙𝛿𝑖𝑗
)︁
+
+𝑣∘𝑖𝑗
[︂
1
𝐼∘𝑣2
(︂
𝜕𝐴1
𝜕𝐼𝑣2
)︂∘
𝑣∘𝑘𝑙 +
1
𝐼∘2𝑣3
(︂
𝜕𝐴1
𝜕𝐼𝑣3
)︂∘
𝑣∘𝑘𝑚𝑣
∘
𝑚𝑙
]︂
+
+
(︁
𝑣∘𝑖𝑚𝑣
∘
𝑚𝑗 −
1
3
𝐼∘2𝑣2𝛿𝑖𝑗
)︁[︂ 1
𝐼∘𝑣2
(︂
𝜕𝐴2
𝜕𝐼𝑣2
)︂∘
𝑣∘𝑘𝑙 +
1
𝐼∘2𝑣3
(︂
𝜕𝐴2
𝜕𝐼𝑣3
)︂∘
𝑣∘𝑘𝑚𝑣
∘
𝑚𝑙
]︂ (13)
Здесь 𝛿𝑖𝑗 и Δ𝑖𝑗𝑘𝑙 = (𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑙 + 𝛿𝑖𝑙𝛿𝑗𝑘)/2 — компоненты единичных тензоров вто-
рого и четвёртого рангов.
Соотношения (12) представляют собой хоть и линейную, но уже анизо-
тропную связь 𝛿𝑠̃︀ и 𝛿𝑣̃︀, необходимую для замыкания системы четырёх урав-нений в возмущениях
−grad 𝛿𝑝+Div 𝛿𝑠̃︀ [𝛿𝑣̃︀(𝛿v)] = 𝜌
[︂
𝜕𝛿v
𝜕𝑡
+
(︁
𝛿v ⊗∇
)︁
· v ∘ +
(︁
v ∘ ⊗∇
)︁
· 𝛿v
]︂
(14)
div 𝛿v = 0 (15)
относительно трёх компонент вектора скорости 𝛿v(x, 𝑡) и давления 𝛿𝑝(x, 𝑡).
В уравнениях (14) необходимо учесть соотношения Стокса 𝛿𝑣̃︀(𝛿v) = Def 𝛿v.
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3. Частные случаи. Классические сплошные сре-
ды.
Рассмотрим подробнее некоторые классические типы сплошных сред и
линеаризованные определяющие соотношения для них. Всюду, как и ранее,
будем предполагать выполнение условия несжимаемости.
3.1. Тензорно линейные изотропные среды. К таким материалам по опре-
делению относятся те, у которых девиатор напряжений пропорционален
(коллинеарен) тензору скоростей деформаций. В (1) и (2) необходимо по-
ложить 𝐴2 ≡ 0, 𝐵2 ≡ 0. Тогда 𝐵1(𝐼𝑠2, 𝐼𝑠3) = 1/𝐴1(𝐼𝑣2, 𝐼𝑣3). С учётом равенств
𝐴2 ≡ 0 и 𝛿𝐴2 ≡ 0 выражения (9) и (13) упростятся.
3.2. Тензорно линейные изотропные потенциальные среды. По сравнению
с п. 3.1 дополнительно должно быть выполнено условие потенциальности (7),
что влечёт независимость 𝐴1 от кубического инварианта 𝐼𝑣3:
𝛿𝑠̃︀ = 𝐴∘1(𝐼𝑣2) 𝛿𝑣̃︀+
(︂
𝑑𝐴1
𝑑𝐼𝑣2
)︂∘
𝑣̃︀∘ : 𝛿𝑣̃︀
𝐼∘𝑣2
𝑣̃︀∘ (16)
𝐷∘𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐴
∘
1Δ𝑖𝑗𝑘𝑙 +
1
𝐼∘𝑣2
(︂
𝑑𝐴1
𝑑𝐼𝑣2
)︂∘
𝑣∘𝑖𝑗𝑣
∘
𝑘𝑙 (17)
Скалярная нелинейность определяется одной материальной функцией одно-
го переменного 𝐴(𝐼𝑣2).
Различным аспектам анализа с помощью метода интегральных соотно-
шений задач на собственные значения, основанных на замкнутой системе
уравнений (14) – (16), посвящена монография [15].
3.3. Тело Бингама (двухконстантная вязкопластическая модель). Дан-
ная модель — частный случай предыдущего пункта, если положить
𝐴(𝐼𝑣2) =
𝜎𝑠
𝐼𝑣2
+ 2𝜇 (18)
где 𝜎𝑠 — предел текучести, 𝜇 — динамическая вязкость. Из (16) и (17) следует
𝛿𝑠̃︀ =
(︂
𝜎𝑠
𝐼∘𝑣2
+ 2𝜇
)︂
𝛿𝑣̃︀− 𝜎𝑠 𝑣̃︀∘ : 𝛿𝑣̃︀𝐼∘𝑣23 𝑣̃︀∘, 𝐷∘𝑖𝑗𝑘𝑙 =
(︂
𝜎𝑠
𝐼∘𝑣2
+ 2𝜇
)︂
Δ𝑖𝑗𝑘𝑙 − 𝜎𝑠
𝐼∘3𝑣2
𝑣∘𝑖𝑗𝑣
∘
𝑘𝑙 (19)
3.4. Течение Сен-Венана (идеально жёсткопластическая модель). Обра-
щая в (18) коэффициент вязкости в нуль, из (19) получим
𝛿𝑠̃︀ = 𝜎𝑠𝐼∘𝑣2 𝛿𝑣̃︀− 𝜎𝑠 𝑣̃︀
∘ : 𝛿𝑣̃︀
𝐼∘𝑣2
3 𝑣̃︀∘, 𝐷∘𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝜎𝑠𝐼∘𝑣2 Δ𝑖𝑗𝑘𝑙 − 𝜎𝑠𝐼∘3𝑣2 𝑣∘𝑖𝑗𝑣∘𝑘𝑙 (20)
3.5. Ньютоновская вязкая жидкость. Это единственная физически ли-
нейная модель среди всего класса сред, описываемых определяющими соот-
ношениями (1), (2). Для неё 𝐴1 ≡ 2𝜇 и
𝛿𝑠̃︀ = 2𝜇 𝛿𝑣̃︀, 𝐷∘𝑖𝑗𝑘𝑙 = 2𝜇Δ𝑖𝑗𝑘𝑙 (21)
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